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Вказiвки до розв’язування завдань

олiмпiади з математики для учнiв 8-11 класiв

8.1. Знайдiть найменше натуральне число, сума всiх цифр якого рiвна

2026.

Вiдповiдь: 199 � � � 99
„ ƒ‚ …

225 цифр

.

Розв’язання. Такi натуральнi числа iснують (наприклад, записане 2026-

ма одиницями пiдряд), тому серед них iснує єдине найменше. Зрозумiло,

що у ньому нема нулiв, iнакше їх можна викреслити, i число зменшиться

без змiни суми цифр. Якщо у записi числа з сумою цифр 2026 на i -му мiсцi

з кiнця є ненульова цифра ai , а пiсля неї на j -му мiсцi з кiнця цифра aj < 9

(тодi i > j ), то без змiни суми цифр можна зменшити ai на одиницю, а aj

збiльшити на одиницю, при чому число зменшиться на 10i�1 �10j �1, отже,

воно не було найменше. Звiдси запис потрiбного найменшого числа пови-

нен мати вигляд послiдовностi дев’яток, перед якими може бути щонай-

бiльше одна цифра, вiдмiнна вiд дев’яти. Оскiльки 2026 W 9 D 225 .ост. 1/,

то у шуканому числi перед 225-ма дев’ятками записана одна одиниця.

8.2. Вкажiть всi цiлi значення числа m такi, що число

3m2 C 2m C 1

5m C 3

також цiле.

Вiдповiдь: �1, �5.

Розв’язання. Нехай

n D 3m2 C 2m C 1

5m C 3
; t D 5m C 3:



Тодi m D t � 3

5
, i

25n D 3.t � 3/2 C 10.t � 3/ C 25

t
D 3t2 � 8t C 22

t
D 3t � 8 C 22

t
:

Оскiльки число
22

t
повинне бути цiлим, то перевiряємо всi цiлi дiльни-

ки числа 22, тобто �22, 22, �11, 11, �2, 2, �1, 1, якi дають остачу 3 при

дiленнi на 5. Пiдходять лише �2 i 22. При t D �2 отримуємо m D �1, а

при t D 22 маємо m D �5.

8.3. Вiдрiзок, паралельний до основи, та вiдрiзок, що виходить з верши-

ни, дiлять трикутник на частини площ 1 см2, 6 см2 та ще двi заштрихованi,

сума площ яких рiвна 5 см2, як показано на малюнку. Знайдiть площi за-

штрихованих частин.

1

6

A

B CD

B 0 C 0

D0

Вiдповiдь: 2 см2 i 3 см2.

Розв’язання. Зрозумiло, що
jD0C 0j
jB 0D0j D jDC j

jBDj . Позначимо це вiдноше-

ння k. Оскiльки трикутники 4ABD i 4ADC мають спiльну висоту, вiд-

ношення їх площ рiвне вiдношенню основ, тобто
SADC

SABD

D k. Аналогiчно

SAD0C 0

SAB 0D0

D k, отже, SADC D k � SABD , SAD0C 0 D k � SAB 0D0 . Вiднявши

вiд першої рiвностi другу, отримаємо таке ж вiдношення для площ чо-

тирикутникiв: SD0C 0CB D k � SB 0D0DB . Оскiльки за умовою SAB 0D0 D



1, SD0C 0
ÑÂ

D 6, звiдси маємо вирази для площ заштрихованих частин

SAD0C 0 D k � 1 D k, SB 0D0DB D 1
k

� 6 D 6
k

. З рiвняння k C 6
k

D 5,

тобто k2 � 5k C 6 D 0, знаходимо можливi значення k1 D 2, k2 D 3, тодi

або SAD0C 0 D 2, SB 0D0DB D 3, або, навпаки, SAD0C 0 D 3, SB 0D0DB D 2.

8.4. Таблицю 7 � 7 заповнили цiлими числами так, що сума чисел в клi-

тинках кожного квадрата 2 � 2 додатна. Чи обов’язково сума всiх чисел

таблицi також додатна?

Вiдповiдь: Нi, не обов’язково.

Розв’язання. Заповнимо таблицю числами так, як показано на рисунку.

Бачимо, що кожний квадрат 2�2 мiстить два нулi i числа 3 та �2. У такому

квадратi сума чисел рiвна 1, отже, додатна, а сума всiх чисел в таблицi �5

є вiд’ємною.



9.1. Знайдiть всi способи подати 2026 у виглядi суми деякої кiлькостi

послiдовних натуральних чисел.

Вiдповiдь: 505 C 506 C 507 C 508 чи 2026.

Розв’язання. Довiльнi k натуральних чисел, починаючи з n, утворюють

арифметичну прогресiю n; n C 1; : : : ; n C k � 1 з сумою

n C .n C k � 1/

2
� k D k.2n C k � 1/

2
:

Щоб вона була рiвною 2026, чисельник k.2n C k � 1/ повинний бути рiв-

ним 4052. Зауважимо, що перший зi спiвмножникiв k i 2n C k � 1 менший

за другий, i вони рiзної парностi: якщо перший з них парний, то другий

непарний, i навпаки. Число 4052 D 4 � 1013 можна розкласти в добуток

парного i непарного тiльки ще одним способом 1 � 4052. Звiдси маємо
8

<

:

k D 4;

2n C k � 1 D 1013;
або

8

<

:

k D 1;

2n C k � 1 D 4052;

тобто k D 4, n D 505 чи k D 1, n D 2026. Звiдси отримуємо можливi

подання 505 C 506 C 507 C 508 чи 2026.

9.2. Автомобiльний номер назвемо щасливим, якщо у назвi всiх його

цифр немає жодної лiтери, яка повторюється бiльше одного разу. Знайдiть

щасливий автомобiльний номер, якому вiдповiдає найбiльше число.

Вiдповiдь: 7320.

Розв’язання. Розв’язання: Запишемо назви всiх цифр: нуль, один, два,

три, чотири, п’ять, шiсть, сiм, вiсiм, дев’ять. Вкажемо пари цифр, назви

яких в сукупностi мають попарно рiзнi лiтери: .0; 2/, .0; 3/, .0; 7/, .1; 5/,

.1; 6/, .1; 7/, .2; 3/, .2; 5/, .2; 6/, .3; 7/, .5; 7/, .7; 9/. Бачимо, що лише двi

цифри можуть бути в одному щасливому номерi бiльше, нiж з трьома iн-

шими — це 2 i 7. Тому щасливий номер не може мати бiльше, нiж чотири

цифри. Кандидатами на цифри чотирицифрового щасливого номера мо-

жуть бути лише цифри 0,1,2,3,5,7. У такому номерi разом з цифрою 1 мали

б бути i цифри 6 та 7, що заперечується умовою. А разом з цифрою 5 мали



б бути i цифри 1 та 2, що заперечується умовою. Залишається перевiрити

набiр цифр 0,2,3,7. Дiйсно, назви цих цифр в сукупностi мають попарно

рiзнi цифри. З них утворюємо найбiльше число 7320.

9.3. Знайдiть площу прямокутного трикутника, у який вписано квадрат

зi стороною 1 см i коло радiуса 1 см так, як показано на малюнку.

A

BC

D

O

K

Вiдповiдь: 3 C 2
p

3 см2.

Розв’язання. Радiус jOKj, проведений в точку дотику, рiвний 1 см, а

гiпотенуза jODj прямокутного 4OKD рiвна 2 см. Кути †BAC i †KDO

рiвнi, тому прямокутнi трикутники 4OKD i 4CBA подiбнi. Отже,

jABj
jBC j D jODj

jOKj D 2;

i, якщо jBC j D x, то jABj D 2x. З теореми Пiфагора jABj2 C x2 D .2x/2,

звiдки jABj D x
p

3. З вiдомої формули для радiуса вписаного кола

r D 2SABC

jABj C jBC j C jAC j отримуємо

x � x
p

3

x C x
p

3 C 2x
D x

p
3

3 C
p

3
D 1;

отже, x D 3 C
p

3p
3

D 1 C
p

3. Тодi шукана площа дорiвнює

SABC D 1

2
jAC j � jBC j D x2

p
3

2
D 3 C 2

p
3 .см2/:



9.4. Розв’яжiть рiвняння

.x2 C 3x � 7/2 C 3.x2 C 3x � 7/ � 7 D x:

Вiдповiдь: �1 ˙ 2
p

2, �2 ˙
p

7.

Розв’язання. Зробимо замiну t D x2 C 3x � 7 i зведемо рiвняння до

системи 8

<

:

t D x2 C 3x � 7;

x D t2 C 3t � 7:

Вiднiмемо вiд першого рiвняння друге, тодi послiдовно отримаємо

x � t D .t2 C 3t � 7/ � .x2 C 3x � 7/;

x � t D t2 � x2 C 3t � 3x;

x � t D .t � x/.t C x/ C 3.t � x/;

.x � t /.t C x/ C 3.x � t / C .x � t / D 0;

.x � t /.t C x C 4/ D 0:

Далi, якщо x � t D 0, то x D x2 C 3x � 7, x2 C 2x � 7 D 0 i

x1;2 D �1 ˙ 2
p

2.

Якщо ж t C x C 4 D 0, то x2 C 3x � 7 C x C 4 D 0, x2 C 4x � 3 D 0 i

x3;4 D �2 ˙
p

7.



10.1. Скiльки iснує натуральних чисел, в яких цифри розташовано у спа-

дному порядку?

Вiдповiдь: 1023, якщо нуль вважається натуральним, i 1022, якщо нi

(зараховуються обидвi вiдповiдi, якщо трактування саме таке).

Розв’язання. Всi натуральнi числа зi спадним порядком цифр можна

отримати, викреслюючи деякi з цифр 9876543210. Кожну з цифр можна

викреслити або залишити, тому всiх варiантiв iснує 2 � 2 � : : : � 2
„ ƒ‚ …

10

D 210 D

1024. З них ми повиннi виключити варiант, коли викреслено всi цифри, i,

можливо, число 0, яке у деяких країнах не вважається натуральним, отже,

залишається 1022 або 1023 числа.

10.2. Прямий кут вписано в коло, яке вiдтинає на сторонах кута хорди

довжини 1 см i 2 см. Яка довжина хорди, яку вiдтинає це коло на бiсектри-

сi цього кута?

A

BC

D

O

Вiдповiдь:
3
p

2

2
см.

Розв’язання. Вписаний прямий кут †ACB спирається на дiаметр AB ,

який можемо знайти за теоремою Пiфагора: jABj D
p

jAC j2 C jBC j2 Dp
12 C 22 D

p
5. Отже, радiус описаного навколо трикутника кола рiвний

R D
p

5

2
. Оскiльки вписаний кут †ACD дорiвнює 45ı, то центральний



кут †AOD дорiвнює 90ı, звiдки jADj можна знайти як гiпотенузу рiвно-

бедреного прямокутного трикутника: jADj D R
p

2 D
r

5

2
. Запишемо

теорему косинусiв для трикутника 4ACD, позначивши x D jCDj:
 r

5

2

!2

D 12 C x2 � 2 � x � 1 � 
os 45ı;

тобто
5

2
D 1 C x2 � x

p
2; чи x2 � x

p
2 � 3

2
D 0:

Додатнiй корiнь цього рiвняння x D 3
p

2

2
i є шуканою довжиною хорди.

10.3. Таблицю 2027�2027 заповнили цiлими числами так, що сума чисел

в клiтинках кожного квадрата 2 � 2 додатна. Чи обов’язково сума всiх

чисел таблицi також додатна?

Вiдповiдь: Нi, не обов’язково.

Розв’язання. Розглянемо такий приклад заповнення таблицi. Пронуме-

руємо рядки i стовпцi таблицi. У клiтинках, для яких номери рядка i стов-

пця мають рiзну парнiсть поставимо 0, у клiтинки з парними номерами

рядка i стовпця поставимо 601, а клiтинки з непарними номерами рядка

i стовпця поставимо �600. Бачимо, що кожний квадрат 2 � 2 мiстить два

нулi i числа 601 та �600. Тому в такому квадратi сума чисел рiвна 1, i то-

му додатна. Порахуємо суму всiх чисел в таблицi: маємо 10132 чисел 601

i 10142 чисел �600. Отже, сума всiх чисел рiвна

S D 601 � 10132 � 600 � 10142 D 10132 C 600 � .10132 � 10142/

D 10132 � 600 � 2027 < 10132 � 2 � 600 � 1013 D 1013 � .1013 � 1200/ < 0:

На рисунку нижче показаний фрагмент у верхньому лiвому кутi табли-

цi.

10.4. Розв’яжiть рiвняння

9x2

.2x C 1/2
C 9x2

.3x C 1/2
D 40:



Вiдповiдь:
�2

3
,

�2

7
.

Розв’язання. Дане рiвняння рiвносильне такому рiвнянню:

9

.2 C 1=x/2
C 9

.3 C 1=x/2
D 40:

Зробимо замiну t D 5=2 C 1=x, тодi послiдовно отримаємо

9

.t � 1=2/2
C 9

.t C 1=2/2
D 40;

9.2t2 C 1
2
/

�

t2 � 1
4

�2
D 40;

9.2t2 C 1

2
/ D 40

�

t2 � 1

4

�2

;

40t4 � 38t2 � 2 D 0;

20t4 � 19t2 � 1 D 0;

звiдки t2 D 1 або t2 D � 1
20

, тобто t D ˙1. Повертаємося до змiнної x:
1
x

D t � 5
2

, тодi

t D 1 H) 1

x
D 1 � 5

2
H) x D �2

3
;

t D �1 H) 1

x
D �1 � 5

2
H) x D �2

7
:



11.1. Петро iнтенсивно готується до НМТ i вже вивчив все, крiм об-

числення периметра прямокутника i площi прямокутника, якi вiн плу-

тає. Скiльки iснує “щасливих” цiлочисельних розмiрiв прямокутникiв, для

яких байдуже, який зi способiв застосовувати?

Вiдповiдь: 3, якщо розмiри 3 � 6 i 6 � 3 вважаємо рiзними, i 2, якщо

однаковими.

Розв’язання. Якщо довжини сторiн прямокутника є натуральними чи-

слами a та b, то повинна виконуватись рiвнiсть ab D 2a C 2b, тобто

ab � 2a � 2b C 4 D 4, чи .a � 2/.b � 2/ D 4. Жодне з a i b не може

бути рiвним 2, i, якби, скажiмо, a було одиницею, то b було б рiвним �2,

що не має геометричного сенсу. Отже, a i b не меншi за 3, i 4 розкладено

на натуральнi множники a � 2 та b � 2. Можливi випадки:
8

<

:

a � 2 D 2;

b � 2 D 2;
або

8

<

:

a � 2 D 1;

b � 2 D 4;
або

8

<

:

a � 2 D 4;

b � 2 D 1;

звiдки отримуємо прямокутники 4 � 4, 3 � 6, 6 � 3.

11.2. Знайдiть найбiльше число, у якого кожна цифра, починаючи з тре-

тьої, дорiвнює сумi двох попереднiх цифр.

Вiдповiдь: 10112358.

Розв’язання. Найменшi можливi першi двi цифри числа це 1 i 0, для

таких цифр послiдовно отримуємо решту цифр:

1C0 D 1; 0C1 D 1; 1C1 D 2; 1C2 D 3; 2C3 D 5; 3C5 D 8:

Для iнших пар перших цифр ми отримуємо не бiльше нiж шiсть цифр в

числi. Отже знайдене число — найбiльше.

11.3. На малюнку вказано площi деяких частин, на якi дiлять трику-

тник три вiдрiзки, що перетинаються в однiй точцi. Знайдiть площi решти

частин.

Вiдповiдь: 1, 2 i 3.



A

B

C

A0

B 0

C 0

O

xzS
xCy

D 1
yzS
xCy

D 2

xyS
xCz

D 3

zyS
xCz

zxS
yCz

yxS
yCz

Розв’язання. Позначимо

x D SAOB

SABC

; y D SBOC

SABC

; z D SAOC

SABC

;

тобто вiдрiзки AO , BO i CO дiлять загальну площу трикутника S на ча-

стини xS , yS , zS . Очевидно, що x C y C z D 1.

Зауважимо, що

SAOB

SBOC

D SAOB 0

SB 0OC

D jAB 0j
jB 0C j ;

тому вiдрiзок OB 0 дiлить площу zS трикутника 4AOC у вiдношеннi
SAOB

SBOC

D
xS

yS
D x

y
. Звiдси можна знайти площi частин SAOB 0 D zS � x

x C y
D xzS

x C y
,

SB 0OC D zS � y

x C y
D yzS

x C y
. Аналогiчно знаходимо площi iнших чоти-

рьох частин.



Пригадаємо, що за умовою
SAOB

SBOC

D 1

2
, тому y D 2x. Крiм того,

SA0OB

SAOB 0

D xyS

x C z
W xzS

x C y
D y.x C y/

z.x C z/
D 3;

тобто
6x2

z.x C z/
D 3, чи

z.x C z/

x2
D 2. Останнє рiвняння можна записати

як
� z

x

�2

C z

x
D 2. Величина t D z

x
повинна бути невiд’ємною i задоволь-

няти рiвняння t2 C t D 2, звiдки t D 1, z D x. Враховуючи y D 2x i

x C y C z D 1, маємо x D z D 1

4
, y D 1

2
. Звiдси негайно отримуємо

SAOC 0 D SAOB 0 D 1, SBOC 0 D SCOB 0 D 2 i SCOA0 D SBOA0 D 3.

11.4. Для скiлькох пар цiлих чисел x; y справджується нерiвнiсть

p

x4 � 8x2y C 16y2 C
p

y4 � 8y2x C 16x2 � 4.x C y/ � .x2 C y2/ ‹

Вiдповiдь: 7.

Розв’язання. Врахуємо, що

x4 � 8x2y C 16y2 D .x2 � 4y/2; y4 � 8y2x C 16x2 D .y2 � 4x/2;

тому

p

x4 � 8x2y C 16y2 D jx2 � 4yj;
p

y4 � 8y2x C 16x2 D jy2 � 4xj:

Тодi нерiвнiсть матиме вигляд

jx2 � 4yj C .x2 � 4y/ C jy2 � 4xj C .y2 � 4x/ � 0:

Враховуючи, що A C jAj � 0, i рiвнiсть A C jAj D 0 iстинна, якщо i тiльки

якщо A � 0, маємо

jx2 � 4yj C .x2 � 4y/ C jy2 � 4xj C .y2 � 4x/ � 0;

тому початкова нерiвнiсть рiвносильна до

jx2 � 4yj C .x2 � 4y/ C jy2 � 4xj C .y2 � 4x/ D 0;



тобто до системи нерiвностей
8

<

:

x2 � 4y � 0;

y2 � 4x � 0:

Далi, x4 � 16y2 � 64x, тому x � 0, x4 � 64x � 0, i

0 � x � 4;
x2

4
� y � 2

p
x:

Перебираємо всi можливi цiлi значення x D 0; 1; 2; 3; 4 i знаходимо всi

цiлочисельнi розв’язки .0; 0/, .1; 1/, .1; 2/, .2; 1/, .2; 2/, .3; 3/, .4; 4/.


