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5 клас

1. Забобонний власник готелю захотiв, щоб всi 30 його апартаментiв мали

номери тiльки з щасливих цифр 3 i 7 (довiльнi, але рiзнi), i цих цифр вiн

закупив по 50 штук. Чи здiйсниться його план?

Вiдповiдь: так.

Розв’язання. Одноцифрових чисел, утворених з цифр 3 i 7 є два —

власне 3 i 7, двоцифрових — чотири (33, 37, 73 i 77). Неважко здогадатись,

що трицифрових чисел з трiйок i сiмок є вiсiм (2 � 2 � 2), а чотирицифрових

— шiстнадцять (2 � 2 � 2 � 2). Разом цих чисел 2 C 4 C 8 C 16 D 30, тобто

стiльки, скiльки всiх апартаментiв, а цифр у них 2 �1C4 �2C8 �3C16 �4 D

2 C 8 C 24 C 64 D 98, по 49 трiйок i сiмок. У такий спосiб всi апартаменти

отримають рiзнi номери, i по однiй цифрi залишиться про запас.

2. Знайдiть всi такi натуральнi числа, якi не перевищують 1000, для яких

сума цифр в чотири рази менша самого числа.

Вiдповiдь: 12, 24, 36, 40.

Розв’язання. Одноцифрових таких чисел немає. Трицифрових чисел

таких немає, бо тодi сума цифр не перевищує 27, тому таке число не бiль-

ше 108, i тодi сума цифр не бiльше 9. Для двоцифрового числа маємо рiв-

няння 4.a C b/ D 10a C b або ж b D 2a.

3. У клiтинки таблицi 3х3 впишiть всi числа 11,13,15,17,19,21,23,25,27 так,

щоб суми чисел у кожному рядку, у кожному стовпцi i на обох дiагоналях

були однаковими. При цьому у яких клiтинках може бути вписано число

27?



Вiдповiдь: Наприклад, так:

25 11 21

15 19 23

17 27 13

При цьому число 27 може стояти тiльки в однiй з чотирьох клiтинок, у

яких у прикладi стоять числа 11,15,23 або 27.

Розв’язання. Сума всiх чисел, подiлена на три, i є сумою чисел в ко-

жному рядку, стовпцi i на дiагоналях. Це число 57. Якщо додати всi числа

на обох дiагоналях i числа у другому стовпцi, то вийде сума всiх чисел у

першому рядку, у третьому рядку плюс потроєне число з центральної клi-

тинки. Тодi це число рiвне
3 � 57 � 2 � 57

3
D 19. Далi, якщо 27 поставити у

кутову клiтинку, тодi ми послiдовно мусимо вписати 11 у центральноси-

метричну кутову клiтинку, далi для 25 залишається лише мiсце у сусiднiй

клiтинцi з клiтинкою з число 11, i тодi у тому ж рядку дописуємо 21. Тодi

у клiтинцi мiж 27 i 21 мало б стояти число 9. Отримане протирiччя дово-

дить, що число 27 не може стояти нi в центральнiй, нi в кутовiй клiтинках.

4. Семеро гномiв порiвну подiлили видобутi самоцвiти i замкнули їх у се-

ми однакових скриньках. Однак вночi один жадiбний гном вiдiмкнув су-

сiдську скриньку, переклав з неї у свою один самоцвiт i замкнув скриньки.

За яку найменшу кiлькiсть зважувань на терезах з шальками без гир ви

зможете гарантовано знайти скриньку злодiя i скриньку обiкраденого, не

вiдмикаючи їх.

Вiдповiдь: 4.

Розв’язання. Скринька обiкраденого може виявитись будь-якою з 7-

ми, а скринька злодiя — будь-якою з iнших 6-ти, тому всiх варiантiв iснує

7 � 6 D 42. Звiдси випливає, що за три зважування не можна знайти обидвi

скриньки, бо у кожному з них можливi три результати — лiва шалька важ-

ча, права шалька важча чи рiвновага, тому можливi 3 � 3 � 3 D 27 випадкiв,

що не дозволяє розрiзнити 42 варiанти.



Покажемо, що чотирьох зважувань достатньо. Покладемо на шальки по

двi скриньки, а три вiдкладемо. Якщо одна з них важча, то або на нiй

скринька злодiя, або на iншiй скринька обiкраденого, або правдиве i те,

i iнше.

Порiвняємо двi скриньки на важчiй шальцi. Якщо одна з них важча, то

вона належить злодiєвi, iнакше це скриньки непричетних.

Аналогiчно порiвняємо двi скриньки на легшiй шальцi. Легша з них

(якщо вона є) належить постраждалому.

Тепер ми знаємо, чи серед трьох вiдкладених є скринька злодiя, чи

скринька обiкраденого, чи немає жодної з них. Наприклад, якщо там скринь-

ка злодiя, то порiвняємо двi скриньки з цих трьох. Якщо вони рiзної ва-

ги, то важча з них належить злодiєвi, а якщо однакової, то його — третя

скринька.

Залишається випадок, коли пiд час першого зважування обидвi шаль-

ки по двi скриньки були в рiвновазi. Тодi або скринька злодiя разом зi

скринькою обiкраденого є на однiй з шальок, або вони серед трьох вiд-

кладених. У першому випадку три вiдкладенi скриньки однакової ваги, у

другому — всi їх ваги рiзнi. Щоб з’ясувати, що з цього iстинне, порiвня-

ємо двi з трьох вiдкладених скриньок. У випадку рiвноваги маємо ще два

зважування, щоб порiвняти вагу скриньок, якi були на кожнiй шальцi пiд

час першого зважування, i скриньку злодiя та скриньку обiкраденого буде

знайдено. Iнакше ще за два зважування з’ясуємо, яка з трьох вiдкладених

скриньок найважча (злодiя) i найлегша (обiкраденого).

6 клас

1. Мама попросила Марiчку купити у магазинi 200 грамiв цукерок та кiло-

грам картоплi, якi коштували б m гривень. Донька все переплутала i купи-

ла 200 грамiв картоплi та кiлограм цукерок, заплативши за це n гривень.

Виявилося, що двоцифрове число n бiльше вiд m, але записується тими

ж цифрами, що й m. Визначте цiну кiлограма цукерок та цiну кiлограма

картоплi, якщо вiдомо, що вони теж виражаються цiлими числами.

Вiдповiдь: 50 i 5.



Розв’язання. Оскiльки як вартiсть кiлограма картоплi, так i вартiсть

кiлограма картоплi i 200 грамiв цукерок є цiлими числами, то 200 грамiв

цукерок коштують цiле число x гривень, i аналогiчно 200 грамiв картоплi

коштують цiле число y гривень. Вiдповiдно кiлограм цукерок i кiлограм

картоплi коштують 5x i 5y гривень. За умовою вартiсть кiлограма цукерок

i 200 грамiв картоплi є двоцифровим числом ab D 10a C b D 5x C y, а

кiлограм картоплi i 200 грамiв цукерок коштують ba D 10b C a D 5y C x.

Додавши i вiднявши цi рiвностi, отримаємо

8

<

:

11.a C b/ D 6.x C y/;

9.a � b/ D 4.x � y/;

звiдки бачимо, що a C b дiлиться на 6, а a � b — на 4. Оскiльки a i b

— десятковi цифри, причому зрозумiло, що a > b, бо цукерки дорожчi

за картоплю, то можливi тiльки випадки a D 5, b D 1 та a D 8, b D 4.

Знайшовши для них x; y, отримаємо вiдповiдно x D 10, y D 1 та x D
31

2
,

y D
13

2
. Друга пара значень не задовольняє умову цiлочисельностi, тому

кiлограм цукерок коштує 5�10 D 50 гривень, кiлограм картоплi — 5�1 D 5

гривень, i Марiчка заплатила 51 гривню замiсть 15.

2. Знайдiть всi трiйки простих чисел .a; b; c/ таких, що

a2
C 13b C 11c D 196:

Вiдповiдь: .7; 2; 11/.

Розв’язання. a; b; c � 2. Тому з рiвняння для простих a; b; c встанов-

люємо оцiнки: a � 11, b � 13, c � 11. Перебираємо всi можливi трiйки

чисел, враховуючи, що серед них є парне просте, рiвне 2. Знаходимо єди-

ний варiант a D 7, b D 2, c D 11.

3. Нехай S.n/ – сума цифр натурального числа n. Знайдiть два найбiльших

значення S.n/ таких, що S.n/ є дiльником трицифрового числа n.

Вiдповiдь: 27, 24.



Розв’язання. Проаналiзуємо максимальнi значення S.n/ для трицифро-

вих чисел: 24,25,26,27. Для 27 i 24 знаходимо n D 999
:::27 D S.n/ i n D

888
:::24 D S.n/. Для 26, 25 знаходимо числа-кандидати: 889, 898, 988, 899,

989, 998, 799, 979, 997. Перевiркою встановлюємо, що всi цi числа не кра-

тнi сумi своїх цифр.

4. Марiчка запропонувала Володi гру: у купцi 2018 камiнцiв, i гравцi по

черзi беруть з неї кiлькiсть камiнцiв, яка має бути степенем десятки, тоб-

то 1, або 10, або 100, або 1000 камiнцiв. Програє той, хто забере останнiй

камiнець. До наступного ранку Володя повинен обрати, хто ходить пер-

шим. Що йому варто обрати?

Вiдповiдь: Володi варто поступитись першим ходом Марiчцi.

Розв’язання. Щоб описати виграшну для Володi стратегiю, зауважимо,

що для кожного ходу (взяття 1, 10, 100 чи 1000 камiнцiв), крiм одного ви-

нятку, можна знайти “доповнюючий” хiд так, щоб сума кiлькостей взятих

камiнцiв була подiльною на 11 (до 1 можна допасувати 10 чи 1000, до 10 —

100 чи 1). Тодi пiсля цих двох ходiв остача вiд дiлення кiлькостi камiнцiв

не змiниться. На початку вона є рiвною 5, тому, якщо дбати, щоб оста-

ча була незмiнною, отже, залишалась непарною, то Марiчцi зрештою зали-

шиться непарне одноцифрове число, а тодi вона муситиме взяти останнiй

камiнець.

Єдиний виняток — коли кiлькiсть камiнцiв менша за 110, але бiльша

за 100. Тодi Марiчка може взяти 100 камiнцiв, залишивши Володi менш,

нiж 10, i вiн муситиме взяти один камiнець. Разом вони заберуть 101 D

9 � 11 C 2 камiнцi, i остача з 5 стане 3, однак залишиться непарною, тому

метод працюватиме i у цьому випадку.

7 клас

1. Коли ведмедя, вовка i лисицю демократично обрали в уряд лiсу, пер-

шим указом вони постановили з’їсти зайця. Щоб з’ясувати, кому вiн дi-

станеться, вигадали гру. Ведмiдь, вовк, лисиця i заєць по черзi записують



по однiй цифрi. Якщо утворене з цифр (саме у цiй послiдовностi) чотри-

цифрове число дiлиться на 7, зайця з’їдає ведмiдь, iнакше, якщо воно дi-

литься на 4 —вовк, iнакше, якщо число дiлиться на 3, заєць дiстається

лисицi. В iншому випадку зайця вiдпускають. Сова втiшає зайця, що вiн

точно може врятуватись. Чи правду вона каже?

Вiдповiдь: Так, заєць напевне зможе врятуватись.

Розв’язання. Якщо ведмiдь, вовк i лисиця записали цифри a, b i c,

то залежно вiд своєї цифри заєць може отримати будь яке з розташова-

них пiдряд десяти чисел вiд abc0 D 1000a C 100b C 10c до abc9 D

1000a C 100b C 10c C 9. Серед 10 натуральних чисел пiдряд подiльних

на 7 — щонайбiльше 2, подiльних на 4 — максимум 3, а подiльних на 3

— не бiльше, нiж 4. Разом цих чисел не бiльше, нiж 2 C 3 C 4 D 9, то-

му залишається принаймнi одне число, яке пасує зайцевi, тобто сова каже

правду.

2. На далекiй планетi живуть трипалi гуманоїди, якi цiлi числа 0, 2, 3 i 7

позначають так: ı, C�, Cı i C�C. Як вони позначають число 13?

Вiдповiдь: Наприклад, як CCC.

Розв’язання. Один з можливих варiантiв — це позицiйна трiйкова си-

стема числення, де перед степенями : : : , 32
D 9, 31

D 3, 30
D 1 можна

писати “C”, “�” та нуль, позначений ı. Тому ı позначає 0 � 1 D 0, C� по-

значає .C3/ C .�1/ D 2, , Cı позначає .C3/ C .0 � 1/ D 3, а C�C позначає

.C9/ C .�3/ C .C1/ D 7. Тодi 13 D 9 C 3 C 1 треба позначати CCC.

3. Петрик написав на дошцi приклад, у якому випадково стер три цифри,

якi позначенi лiтерами a, b i c. Допоможiть Петрику вiдновити цi цифри.

a66
D 737869629483820646

Вiдповiдь: a D 2, b D 7, c D 4.

Розв’язання. Оскiльки a66
D 737869b629483820646c < 1020, то a <

3, бо 366
D 72911 > 10011

D 1022 > 1020. Отже, a D 2. Далi, 266
D

4 � 1616, i остання цифра числа 1616 дорiвнює 6, тому остання цифра c

числа 266 рiвна 4. Далi, 266
D 6411

D .7 � 9 C 1/66
D 9B C 1 при деякому



цiлому B . Тому сума цифр числа 266 має давати остачу 1 при дiленнi на

9. Пiсля обчислення суми цифр числа 737869b6294838206464 визначаємо

єдине можливе значення b D 7.

4. Петрик i Миколка грають у таку гру. Хлопцi по черзi за один хiд можуть

вибрати одне з натуральних чисел вiд 1 до 2025, яке до цього моменту

ще не було вибране, i яке вiдрiзняється бiльше нiж на один вiд кожного з

чисел, якi були вибранi до цього. Програє той, хто не зможе зробити хiд.

Хто з хлопцiв зможе виграти, якщо першим ходить Петрик?

Вiдповiдь: Петрик.

Розв’язання. Першим ходом вiн вибирає число 1013, а з кожним насту-

пним ходом Миколки, який вибирає число c, Петрик вибирає 2026 � c.

Зрозумiло, що Петрик у кожному разi зможе зробити свiй хiд у вiдповiдь,

тому не програє. Враховуюючи, що гра скiнченна, розумiємо, що у якийсь

момент Миколка не зможе зробити свiй хiд.


